Feuille d’exercices : Formulations Faibles

Exercice 1. Soit Q un ouvert régulier de classe €' . On supposerau,v,d ,y et o suffisamment dérivables
a chaque fois. A Uaide de la formule de Green, montrez les formules suivantes

1. La formule du Laplacien

fAu(x)v(x)dx:—f Vu(x)~Vv(x)dx+f a—u(x)v(x)ds,
Q Q 50 On
ou

V=9 i ou _yy.
ouVu= (axi )Eisd est le vecteur gradient de u, et 5 = Vu-n.

2. Laformule de Stokes :

f divo (x)¢p(x) dx:—f o(x)-V(x) dx+f o(x) -n(x)p(x)ds.
Q Q 0Q
3. Laformule du rotationnel :

f rotgb-wdx—f ¢-rotydx = —f (¢ xn)-wds,
Q Q oQ
oit le rotationnel est défini par

orp= (22 300 300200 30;_ 00

6)62 6x3 ’ 0)63 6x1 ’ le 6)62

Exercice 2. Donnez la formulation variationnelle du systeme suivant (équation de Helmholtz) dans
HY(Q), 0ttk>0:

[ @
0 ([:=0Q)

Au+ku
Onll

Faites de méme en remplagant la condition aux limites sur 0Q par (1=+v—-1) :
Onu—1ku=0.

Exercice 3. SoitQ =]1,1[. Montrez que la fonction valeur absolue f : x — | x| est dans H" (Q) et calculez
sa dérivée faible, que lon note f' . Est-ce que f' € H'(Q) ? Si oui, calculez sa dérivée faible.

Exercice 4. Placons nous en dimension 1 sur l'intervalle Q =] —1,1[. Montrez que l'espace ¢ (Q). ..
* N'est pas complet pour la norme || f'lloo = SUPeq | f (X)]

e Est complet pour la norme N(f) = Sup,cq | f ()| +sup,eq | f (%)
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e N'est pas complet pour la norme N ) (f) = (Jo [f (012 dx+ [o | f/(x)[? dx)”2

Pour montrer la non complétude de l'espace, nous suggérons d'étudier la suite de fonction (un),
définit sur Q par

-x-1, si—-1l<x<-1/n,
VxeQ, up(x)=< (n/2)x>*-1+1/2n), si-lln<x<l/n,
x-1, silin<x<]1.

Exercice 5. Soient f € L2(Q), ge I2(6Q) et a > 0. On considére le probléme suivant
—-Au+u
Opl+au

1. Donnez sa formulation variationnelle

V()
g (09)

2. Peut-on appliquer le Théoreme de Lax-Milgram ?

Exercice 6. Soity: H'(Q) — L?(0Q) l'application trace sur Q). On considere l'espace de Sobolev des
fonctions de H' (Q) de trace nulle :

Hy(Q) = {ue H (Q) tel quey(u) = 0}.

Soient f € L>(Q) et le probleme suivant

-Au = f (Q)
u = 0 (09

1. Donnez sa formulation variationnelle dans Hé Q)
2. Alaide de l'inégalité de Poincaré :

IVol?

IC>0/Vve Hy(Q), Clul? Q"

HI(Q) = |

montrez que la formulation variationnelle admet une unique solution.



Correction

Exercice 1. Soit Q un ouvert borné et régulier de classe €’'. On supposera u,v ¢,y eto suffisamment
dérivables a chaque fois. A U'aide de la formule de Green, montrez les formules suivantes

1. La formule du Laplacien

ou
fAu(x)v(x)dx:—f Vu(x)-Vv(x)dx+f —(x)v(x)ds,
Q Q 50 On

3 —(ou i ou _ .
ouVu= (axi )lsisd est le vecteur gradient de u, et 5 = Vu-n.

2. La formule de Stokes :

f divo (x)¢p(x) dxz—f o(x)-Vp(x) dx+f o(x) -n(x)p(x)ds.
Q Q oQ
3. Laformule du rotationnel :

f I‘Ot(,b'illdx—f ¢-rotydx = —f (¢ xn)-wds,
Q Q oQ
ot le rotationnel est défini par

(22 g0 _dts 50: o0

6)62 0)63 ’ 0)(,'3 6x1 ’ 6x1 6362
Correction.

1. Nous pouvons calculer direction par direction (I'inversion somme-intégrale est rendue possible
puisque Q est borné et la somme finie) :

3 02
f Au(x)v(x)dx :f > —th(x)v(x) dx= Z —(x)v(x) dx.
Q Q0 axj 0x?
Nous appliquons ensuite la formule de Green et re-regroupons les sommes :

3

—( )—(x)d +f a—u(x)v(x)n-(x)dx
 0x; Xj 90 0x; g

— d
Z 32 (x)v(x) x

j=1

= — (x)— () d —_—
fQ () (x) “faz[ - ()1 (%)

v(x)dx
j= lax] Q j=1

= —f Vu(x)~Vv(x)dx+f (Vu(x)-n(x)v(x)n;(x)dx.
Q 0Q

Comme Vu(x)-n(x) = 0pu(x), le résultat est démontré.
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2. Nous appliquons la méme idée :

f divo (x)¢p(x) dx f P — (x)(/b(x) dx
Q Q

j= 1

— (x) (x)dx.
]zlfg ax]' ¢
ATaide de la formule de Green, nous obtenons
>

j=1

i i =0 .
3. Pour simplifier, nous notons d; = ax;

3 atTj
Z/ 55, Mo dx fa](x)—(x)dx+f o ()P (x)ds
j=1JQ Xj 0Q

i

o(x)- V(,b(x)dx+f (a(x)-n(x))d)(x)ds.
0Q

3
dx+f Z oj(x)n;x)]px)ds

0j (x)—(x)

fQTOt(P'de fQ [02¢p3 — 032 | 1 + [03¢p1 — O1p3] wo + [O1¢p2 — D21 | W3 dx

—f9¢3621l/1 = 2031 + P103W2 — Pp301W2 + p201Y3 — P10293dx

+fm [p3n2 — ponz| w1+ [prns — psni | Wa + [pany —Prnz] wads

—fQ[531//2—021,1/3]</’1+[011//3—631//1]</>2+[521111—01102](!73
+f (¢ xn)-wds
00

fcp-rotu/dx+f (¢ xn) -wds
Q oQ

Exercice 2. Montrer que n>0)
ai,): '@ x€' Q) - C

(u,v) — fVu(x)-Vv(x)dxH]f u(x)v(x) dx,
Q Q

est un produit scalaire sur €LQ).

Correction. Du fait de la linéarité de I'intégrale, a(-, ) est clairement linéaire a gauche et anti-linéaire
a droite : c’est une forme sesquilinéaire. Il ne nous reste a montrer que deux autres propriétés (en
utilisant zz = |z|?) :

a(u,u):/ IVu(x)Izdx+f lu(x)|?>dx = 0.
Q Q

Enfin, si a(u, u) = 0 alors, en tant que somme de termes positifs, cela implique que fQ lu(x)|>dx =
0 = [lullj2(q)- Il ne nous reste plus qu’a montrer que u est nulle dans %1 (Q). Supposons qu'il existe



Xp € Q tel que |u(xp)| > 0. Comme |u| est continu sur (, alors il existe un ouvert U autours de xj tel
que |u(x)| > 0 dans U. Par suite, nous avons que

flu(x)lzdxzf Iu(x)lzdx>(),
Q U

ce qui est absurde et nous pouvons conclure que la fonction u est nulle dans Q. O

Exercice 3. Donnez la formulation variationnelle du systeme suivant (équation de Helmholtz) dans
HYQ), 0t k>0:

Au+ku f
Ohu = 0 (I':=0Q)
Faites de méme en remplacant la condition aux limites sur 0Q par (1=+v-1) :
Onu—1tku=0.

Correction. En multipliant par (le conjugué d’) une fonction test v et en intégrant sur Q et en utilisant
le fait que 0, u = 0 sur 62, nous obtenons

fAu(x)v(x)dx+f Kuxvx)dx = ff(x)v(x)dx
Q Q Q

= —f Vu(x)VU(x)dx+f Gnu(x)v(x)ds+k2f ux)v(x)dx = ff(x)v(x)dx
Q 0Q Q Q

— —f Vu(x)Vv(x)dx+k2f ux)v(x)dx = ff(x)v(x)dx
Q Q Q

La formulation faible s’écrit alors
Trouver u € H'(Q) tel que
{ Vve H(Q), —fQVu(x)W(x)dx + szQ u(x)v(x)dx = fo(x)mdx.
Sila condition sur 6Q2 change en 0 u — tku = 0 alors la formulation faible devient
Trouver u € H'(Q) tel que
{ Vve H(Q), —fQVu(x)W(x)dH kaQ u(x)v(x)dx + zkfm u(x)v(x)ds =fQ fx)v(x)dx.

g

Exercice 4. SoitQ =]1,1[. Montrez que la fonction valeur absolue f : x — |x| est dans H L(Q) et calculez
sa dérivée faible, que lon note f' . Est-ce que f' € H*(Q) ? Si oui, calculez sa dérivée faible.

Correction. La fonction valeur absolue f est contiune sur Q et dérivable sur]—1,0[ et sur ]0, 1[. Nous
montrons que f admet une dérivée faible dans Q tout entier. Prenons une fonction ¢ de €°(Q) :

0 1
fo(x)(p’(x)dxzflf(x)<p(x)dx+f0 fxX)p(x)dx.

Sur]-1,0[, f admet une dérivée forte qui vaut —1, qui est aussi sa dérivée faible. De méme sur 10, 1[
avec comme dérivée la fonction constante égale a 1. En notant g la fonction de L2(Q) telle que g(x) =-1
pour x€]—-1,0[ et g(x) =1 pour x € [0, 1], nous avons :

0 1
Lf(x)(p’(x)dx:—flg(x)qo(x)dx—fo g(x)(p(x)dxzfﬂg(x)(p(x)dx.
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Cette relation étant valable pour tout ¢ de 6°(Q), nous en déduisons que g est la dérivée faible de f et
donc que f € H'(Q).
La fonction g est dans L?(Q) et supposons que g € H!(Q), autrement dit, qu’elle admet une dérivée
faible h € L2(Q), c’est a dire
Y e 60, f gx)¢ (x)dx = —[ h(x)¢(x) dx.
Q Q

Plagons nous sur [0, 1[ uniquement (g y est continue et constante de valeur 1), nous avons

1 1
Ve 6 (Q), fog(x)q)’(x)dx=f0 @' () dx = [p0)]Z) = —9(0),

car ¢(1) = 0 du fait que ¢ est dans 6:°(Q). De méme sur | —1,0[, nous avons

0 0
Vo €6 (Q), fl gx)¢ (x)dx = —f 1 @' dx=—[pwW]2’, = —9),

Nous obtenons ainsi une premiere relation, pour tout ¢ de €°(Q) :

0 1
/Qh(x)(p(x) dxz—fﬂg(x)(p’(x) dx= —flg(x)(p’(x) dx—f0 g(x)¢' (x)dx = 2¢(0).

Prenons maintenant des fonctions ¢ de ¢:°(Q) particulieres, a support dans | —1,0[ uniquement.
Autrement dit, ces fonctions ¢ sont nulles sur [0, 1 et en particulier en 0, mais la relation ci-dessus
reste valable, et nous obtenons

0 0 0
th(xup(x)dx:flh(x)q;(x)dx:—flg(x)q)’(x)dxzfl(p’(x)dxzz(p(()) =0

Ainsi, nous avons montré que, pour tout fonction ¢ € €°([-1,0[), alors f£)1 h(x)@(x)dx = 0. Ce qui
signifie que h = 0 presque partout dans ] — 1,0[. Nous faisons de méme sur ]0, 1[ pour obtenir que & =0
presque partout dans ]0, 1[ et par suite presque partout dans Q. Ceci est absurde, puisqu’alors, nous
avons

YV e 6 (Q), f h(x)@(x)dx =0=2¢(0).
Q

Nous concluons que la fonction g n’est pas dans H' (Q). O

Exercice 5. Placons nous en dimension 1 sur l'intervalle Q =] —1,1[. Montrez que l'espace €1 (Q). ..
* N’est pas complet pour la norme || flloo = SUP yeq | f ()]

* Est complet pour la norme N(f) = sup,eq | f(X)|+sup,cq If' ()]

* Nest pas complet pour la norme Ny o) (f) = (Jo | f () dx + fo | f'(0)]? dx)'"?
Pour montrer la non complétude de l'espace, nous suggérons d’'étudier la suite de fonction (u,),
définit sur Q par

-x-1, si—-1l<x=<-1/n,
VxeQ, u,(x)={ n/2)x2-1+1/2n), si-1l/in<x<1/n,
x—1, silin=x<1.



Correction. Montrons la complétude pour la norme N. Montrons tout d’abord que €° () est complet
pour la norme infinie || - |- En effet, prenons une suite de Cauchy (u,), de ¢ 0 pour cette norme :

Ve>0:IN>0:VYn,p> N, llun—utplloo <&,

ou encore
VE>0:EIN>O:Vn,p>N,‘v’x€Q,|un(x)—up(x)| <E.

Cette expression implique que, a x fixé, la suite (u,(x)), est de Cauchy dans R, qui est complet. Cela
implique que, pour tout x, la suite (1, (x)), converge vers un point de R que 'on nomme u(x), ol1 u
est une application de Q dans R. La suite (1), est de Cauchy, par conséquent, nous avons, en faisant
tendre p vers l'infini :

Ve>0,AN>0:YVn>N,Vxe Q,|u,(x)—ulx)| <e,

ce qui montre que (u,), converge uniformément vers u, et donc que u est continu. Revenons a 2(0)
etla norme N. Prenons une suite de Cauchy (u,,), de 24(9)) pour lanorme N :

. . ! !
Ve>0:AN>0:Vn,p> N, |lup— uplleo + ||un—up||oo<£.
Chaque terme || u, — uplloo €t | u, - u;l,llOo est positif, et nous avons donc

Vs>0:EIN>0:Vn,p>N,{ lten = tplloo <&
llw,, — up”oo <E.
En d’autres termes, les suites (1), et (u},), sont de Cauchy dans %°(Q). Elles convergent donc toutes
deux vers respectivement u et v, éléments de €0, pour la norme || - |. De ce qui précede, nous
pouvons montrer que les suites de fonction (i), et (u},), convergent uniformément vers u et v, ce qui
implique que u est dérivable et u' = v.

Montrons maintenant la non-complétude de €HQ) pour les deux autres normes, a I'aide de la suite
de fonctions proposée :

-x-1, si—-1l<x=<-1/n,
VneN,VxeQ, u,(x)=<{ (n/2)x*-1+1/2n), si-1lin<x<l/n,
x—1, sil/ln=x<1.

Si on dessine la fonction, on constate qu’elle ressemble a la fonction u: x — |x| — 1, a ceci prés qu’elle
est “courbe” sur I’axe des ordonnées (cf Figure. La fonction u n'est pas dans ¢! (Q), donc si nous
arrivons a montrer que (u,), converge vers u au sens d'une certaine norme, alors nous aurons montré
que €' (Q) n’est pas complet pour cette norme (puisqu’on aura construit une suite qui converge mais
vers un élément qui n’appartient pas a €1 (Q)).

Montrons déja que les fonctions u, sont dans ¢’ (Q). Elle sont clairement ¢’ sur chaque morceau

1-1;-1/n],1-1/n;1/nlet[1/n,1]. D’autre part, elles sont symétriques par rapport a'axe Oy (u,(x) =
up(—x)) : on peut se contenter de les étudier sur [0,1[. En 1/n, nous avons limyeo,1/n[(—1/n Un(X) =
(n/2)(A/m2-1+1/2n) = -1+ 1/n = u(1/n). Nous pouvons calculer la dérivée de u, sur chaque

intervalle et vérifier qu’elle est continue sur tout Q :

-1 -1<x=<-1/n
u,(x)=4{ nx -l/in<x<l/n
1 l/n<x<1.
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n:
01 | n

021 N\ ———n=10

03 | \ /

= 05} \ /
\

06 | N /

0.7 N\ /

08 f N Y

7/
| N
0.9 NG

F1G. 2.1 : u,(x) pour différentes valeurs de n.

En 1/n, lalimite de u/,(x) de chaque c6té vaut 1, et donc u)}, est continue et u;, est &' sur Q. Montrons
maintenant que (1, (x)) ,en tend vers u(x) = |x|—1 pour tout x de Q (convergence point a point). Encore
une fois, du fait des symétries, nous travaillons uniquement sur [0, 1[ sur lequel | x| = x. Nous obtenons :

Vxel0,1/nl, |up(x)—ux)|=m/2)x2-1+1/2n) - (x=1) = (n/v2) (x—1/n)?
Vxe[l/n1[, |up,(x)—ux)|=x-1-(x-1)=0 )

Sur l'intervalle [1/n,1[, nous avons bien u;, = u. Lexpression ci-dessus montre d’autre part que
|1, (0)—10]—1]=0.A x fixé, 1/n> x>0, quand 7 tend vers 'infini, il existe alors un rang N tel que pour
n> N, alors x > 1/n, et on a alors |u,(x) — x| —1| = 0 (le point x bascule dans l'autre intervalle). La
suite (u,(x)), converge donc vers |x| — 1, pour tout x de Q.

La convergence point a point est démontrée, mais pas la convergence en norme. Il ne nous reste
plus qua montrer que u, — u au sens de la norme infini |- ||, et de la norme ||| g1 (q,.

e Pour la norme infinie. De ce qui précéde, nous avons

1
vneN, (u,—uly :xer[laal)/(n](n/\/z) (x—-1/n)?= T 0(n — +00).

Pour la norme infinie, la suite (u,), converge vers u qui n’est pas dans €1(Q). Cela permet de
conclure que %! () muni de la norme infinie n’est pas complet.

 Prenons maintenant la norme de H!(Q), en remarquant que u est dans H L) (exercice, de

dérivée constante égale a 1 sur [0, 1] :

1 1
VneN, ||un—u||§{1(m = fllun(x)—u(x)lzdx+fl|u'n(x)—u'(x)|2dx
1, -

= Zf Iun(x)—u(x)lzdx+2f |y (20 — ' (0)|* dx
0

n40 1/n 1 4 1/n
2
= —2[ (x——) dx+2f (nx-1)“dx
0 n 0

4

n*1 ( 1)5
—— x—_
25 n

+ 2 0( )

= _— n— o00).

10n*  3n

x=1/n
x=1/n
x=0

1 3
+2§ [(nx—-1)°]

x=0




Etvoila : 1a suite de fonctions (u,), converge bien vers u au sens de la norme de H L.

Remarque 2.1. Bien que (u,(x)), converge vers u(x) en tout point x, la suite de fonctions (u,), ne
converge pas vers u au sens de la norme N !

a

Exercice 6. Soient f € L*>(Q), g € L?(0Q) et a > 0. On considére le probléme suivant

-Au+u = f (Q
Onl+au g Q)

1. Donnez sa formulation variationnelle
2. Peut-on appliquer le Théoreme de Lax-Milgram ?

Correction. 1. Aprés multiplication par des fonctions tests 7, intégration sur Q et utilisation de la
formule de Green, nous obtenons

f Vu(x)-Vv(x) dx+f u(x)mdx—f Onu(x)v(x)dx =f fv(x)dx,
Q Q 4Q Q
soit en utilisant la condition aux limites sur 0QQ :
f Vu(x)-Vv(x) dx+f u(x)mdx+a’f u(x)ﬁds:f f(x)ﬁdx&f g(x)mds.
Q Q 4Q Q 0Q

Nous en déduisons la formulation faible
Trouver u € H'(Q) tel que, Vv e H'(Q),
f Vu(x)-Vv(x) dx+f u(x)v(x)dx + af u(x)v(x)ds :f fxv(x) dx+f g(x)v(x)ds.
Q Q 00 Q 00

2. Notons af(-,-) et £(-) les fonctiosn définies par
a(u,v) =f Vu(x)-Vv(x)dx+f u(x)mdx+af u(x)vx)ds,
Q Q 00
()= f F@vx)dx+ f g v(x)ds.
Q 0Q

Clairement, af(-,-) est sesquilinéaire et ¢ est anti-linéaire. Montrons les autres hypothéses pour le
théoréeme de Lax Milgram :

1. Continuité de ¢(-).

[£(v)]

‘ f FOv(0)dx + f g v(x)ds
Q 0Q

‘ f FOOV@ dx f g0V ds
Q 0Q

171 2 Ivlz) + ||g||L2(aQ) 111260

IA

+

||f“L2(Q) Ivllz2) +C HgHLZ(aQ) 11 g1 )

ou C estla constante de continuité de la trace. On utilise ensuite le fait que || vl ;2(q) < Cllviig (g
(continuité de la trace) pour obtenir la continuité

16l = (”f”LZ(Q) +C||g||L2(aQ)) A V¥Ie)
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2. Continuité de a(-,-) :

la(u, v)|

fVu(x)-Vv(x)dx+f u(x)mdx—i-af u(x)v(x)ds
Q Q 0Q

< f Vu(x) -mdx+/ u(x)v(x) dx| + af u(x)v(x)ds
Q Q 0Q

= lullgo vl +a o u(x)mds’

< lullgro vl + allullzga) 11260

< lullgp (o) l V”HI(Q) +aC? el g I(®) I U”HI(Q)

< (A+aCllulgm g vlimg

3. Coercivité de a(-,-) :

a(u,u) = fIVu(x)lzdx+f Iu(x)lzdx+af lu(x)*ds
Q Q 4Q

\%

fIVu(x)lzdx+f Iu(x)lzdx
Q Q

2

Conclusion : les hypothéses du théoreme de Lax Milgram sont bien validées. Le probleme admet une
unique solution. O

Exercice 7. Soity: H LQ) - 12(6Q) lapplication trace sur 60Q). On considére l'espace de Sobolev des
fonctions de H' (Q) de trace nulle :

Hy(Q) = {ue H'(Q) tel quey(u) = 0}.
On admet que H} (Q) est un espace de Hilbert. Soient f € L*(Q) et le probleme suivant

-Au = [ (Q
u = 0 (0Q)

1. Donnez sa formulation variationnelle dans Hé Q)
2. Alaide de l'inégalité de Poincaré :
3C>0/Vve Hy(@),  Clivlign g S IVUll g,

montrez que la formulation variationnelle admet une unique solution. Notez que :

IIVvlliz(ms ZfQVu(x)-Vu(x)dx=fQIVu(x)|2dx.

Correction. 1. Aprés multiplications par v € H& (Q), intégration sur Q et formule de Green, nous
trouvons

f—Au(x)v(x)dx:ff(x)v(x)dx

Q Q

(:»fVu(x)-Vv(x)dx—[ u(x)v(x)dx:ff(x)v(x)dx
Q 0Q Q

@fVu(x)-Vv(x)dx=ff(X)mdx,
Q Q
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car la trace de u sur 0Q est nulle. La formulation faible devient

Trouver u € H& (Q) tel que
Vve H)(Q), f Vu(x)-Vo(x)dx =f fOv(x)dx.
Q Q

2. Nous verrons en cours que H& (Q) est un espace de Hilbert. Outre 'anti-linéarité et la sesquilinéairité,
nous devons montrer les continuités de a(:, ) et £(cot) ainsi que la coercivité de a(-,-), avec

a(u, v):f Vu(x)-Vv(x)dx, Z(v):f f)v(x)dx.
Q Q
¢ Continuité de ¢ :

10(v)| = Ugf(x)mdx <120 1z < | fll 20 101 2 ) -

e Continuité de a :

la(u, v)| = UQVu(x)'Vv(x) dx| < IVulp2p IVUli2q)3 -

Or, nous avons,
B = [ T dx+ [ 9uGo dx = Huls g, + 10l 20,

ce qui implique que
”Vu||L2(Q)3 < u”Hl(Q) .

Nous obtenons ainsi la continuité de a(-,-) :
la(u, V)| = | u”Hl(Q) Il g -
* Coercivité de a(-,-), en utilisant 'inégalité de Poincaré :

1
la(u, )] =f Va0 dx = = lull ).
Q C
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