Correction TD 2 : Condition de Dirichlet et éléments
finis P2

Exercice 1

Question 1 : Sans nous préoccuper de régularité, nous multiplions par une fonction test v nulle sur
I'p et nous intégrons sur Q :

f—Au(x)ﬁdpo :/Vu(x)-Vv(x)dx—f Opux) v dx=0
Q Q 0Q

:[Vu(x)-Vv(x)dx+f au(x)Tx)dx—f f® V) dx=0
Q r I'r

F

:/Vu(x)-Vv(x)dx+f au(x)ﬁdx:f FEvX) dx
Q r I'r

F

Nous pouvons maintenant écrire la formulation faible. Pour cela, nous choisissons I’espace de Hilbert
suivant :
Hy (@) ={ve H'(Q)| vir,=0},

avec pour norme, la méme sur sur H 1(Q), soit :

1/2
||v||H1(Q)=(L|v(x)|2dx+fﬂ||wx)||2dx)

La formulation variationnelle est :

Trouver u € Hg p tel que
YveH; , alu,v)=0(),

avec

a(u,u):fVu(x)-Vv(x)dHf auvx) dx et é(v):f f®vx) dx.
Q T I'r

F

Question 2 : L'espace H(} p est un espace de Hilbert et a et £ sont respectivement sesquilinéaire et
anti-linéaire. Nous vérifions les autres hypothéses du Théoréme de Lax-Milgram, en rappelant que
nous avons les inégalités suivantes, pour tout v de H'(Q) :

I V||L2(Q) = V”HI(Q) et ||VV||L2(Q) Il V”HI(Q) .

D’autre part, nous avons :
1
Yve H(Q), lvigee,=vizeo,
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2 2 2
1209 L2(TF) L2(I'p)
trace est continue de H!(Q) dans L2(dQ), nous avons :

car ||v]| =|vl + vl et les normes sont toujours positives. Enfin, comme I'application

AC>0Vve H'(Q), Nvlzey <1vlzen <Clvlmg.

Enfin, pour tout fonction v € H}

0. Dous rappelons I'inégalité de Poincaré

3C, >0lVve Hy p,  IVVl2q) = Cpllvln .-

Armé de toutes ces inégalités, nous pouvons démontrer que nous travaillons sous les hypotheses du
théoreme de Lax Milgram :

¢ Continuité de ¢ : soit v € H&D,

=

W) = ‘ fr FOOTG0 dx
F
<7l 2@ V2@ (Cauchy Schwarz)
<l 2o 1Vl @

f f®vx) dx‘ (Inégalité Triangulaire)
T

¢ Continuité de a : soient u et v dans Hé D

la(u, v)| =U Vux) Vo) dx+a u(x)mdx'
Q

Tr

< +

f Vux) - Vvx)dx
Q

a f u(x)v(x)dx‘ Inégalité triangulaire
Ik

< llullpzy vl 2y + @ lull iz N0l 20y Cauchy Schwarz

=| u"Hl(Q) I V”HI(Q) +all u”LZ(aQ) I Ullag)
2 e
< lull g vl gy + @C llull gy vl ) Continuité de la trace

< (1+aC®) llull oy 1Vl g @
e Coercivité de a (ue H'0,D) :

Riau, u) =f|Vu(x)|2dx+af )2 dx
Q s
2[ IVu(x)Izdx Cara>0
Q

= Cp llull Inégalité de Poincaré

2
H'(Q)

Toutes les hypothéses sont validées, donc le probléme admet une unique solution.

Exercice 2

Question 1 : On introduit un relevement ug tel que uglao= g, et la nouvelle inconnue u = w — ug de

sorte que u vérifie
-Au Aug Q)
u = 0 (0Q)



Notez que pour l'instant, nous n'imposons aucune contrainte de régularité au relevement ugz. Nous
savons par ailleurs que ce relévement existe.

Question 2 : Sans nous préoccuper de régularité, nous multiplions par une fonction test v nulle sur
0Q et nous intégrons sur Q :

f—Au(x)v(x)dxzf Aug(x)v(x)dx

Q Q

szu(x)-Vv(x)dx—f anu(x)v(x)dx:—/ Vug(x)-VU(x)dx+f Onlg (x)v(x) dx
Q 0Q Q 0Q

szu(x)-Vv(x)dxz—f Vug (x) - Vr(x) dx
Q Q

Nous savons maitnenant qu'une régularité de type H'(Q) nous suffirait. Comme nous devons
également imposer une condition de Dirichlet homogeéne sur 4Q, nous travaillerons dans l'espace
H; (). La formulation variationnelle s'écrit alors

Trouver u € H(} (Q) tel que
Yve Hy(Q), alu,v)="~(),

avec, pour u et v de Hy (Q) :

a(u,v):fVu(x)‘Vv(x)dx et l(v):—f Vg (x) - Vr(x) dx
Q Q

Question 3 : Lespace Hg (Q) est un espace de Hilbert et a et £ sont respectivement sesquilinéaire et anti-
linéaire (par linéarité de I'intégrale). Nous rappelons les inégalités suivantes (cf. exercise précédent) :

||VV||L2(Q) = V”HI(Q) ,
et I'inégalité de Poincaré :
Nous vérifions les autres hypothéses du Théoreme de Lax-Milgram :
* Continuité de ¢ : soit v € H; (Q),
[l = U Vug(x)-Vv(x)dx‘
Q

< ||Vug ” 2@ IVvll;2q) Cauchy-Schwarz (produit scalaire L2(Q)

< |[Vug “LZ(Q) 1Vl 1 ()
* Continuité de a (u, v € Hy(Q)) :

la(u,v)| = U Vux)-Vv(x) dx‘
Q
< |Vullpziq) IVvll2(q) Cauchy-Schwarz (produit scalaire L2(Q)

< lull g ) 1Vl
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* Coercivité de a (u € Hy(Q)) :

Ratu,w) = [ 1Vuco dx=IVul?, g, = Gy lul?y g,
Toutes les hypothéses sont vérifiées : le probleme admet une unique solution.
Remarquez que nous n'avons pas défini le relevement. Pour des éléments finis P!, un relévement

naturelle serait la fonction éléments finis ayant pour valeurs g sur les sommets du bord, et 0 sur les
sommets internes.

Exercice 3

Question 1 : Nous savons que les trois fonctions de forme P! du triangle de référence s'écrivent :
PrEm=1-¢-n, P26,mM=¢, P3(&m=1.
En sommant ces trois termes, il vient que :

VEMeK, ®1Em+P2Em+PsEm=1.

Question 2 : Soit (x,y) e Ket({,n) € K tel que (x,y) = TK(E,T]). Nous avons alors, pour j=1,2,3:

3 3
@i, =@ (T5EM =X s5gEm) =Y @iEme;sK) =;Em =d;En.
i=1 i=1

Autrement dit, nous avons :

3 3
V(x,y) € K,3(&,n) €K tels que Z pilx,y) = Z Qi,n=1.
i=1 i=1

Exercice 4

Question 1 : Nous savons que les trois fonctions de forme P! du triangle de référence s’écrivent :
(ﬁl(érn)zl_f_n! ¢Z(€vn)zér @3(5;77):77

Question 2 : Soient 6 données a; pouri =1,...,6 et un polyndme p de degré 2 tel que p(s;) = a;, pour

i=1,...,6.Nous avons donc, si p(x,y) = ax? + by* + cxy+dx+ey+ f (a,b,c,d,e,feC) :

p@E) = p(0,00 = f=a
pSy = p(1/2,00 = 0.25a+0.5d+a;=0ay
) pE) = p1,00) = a+d+a;=a
pSs) = p(0,1/2) = 0.25b+0.5e+a; =ag
p(ss) = p0,1) = b+e+a;=as
pSs) = p/2,1/2) = 0.25(a+b)+0.5(d+e)+0.25c+a; =as



Les lignes 2 et 3 permettent d’obtenir a et d. De méme, les lignes 3 et 4 nous fournissent b et e. La
derniere ligne nous donnera c : le systeme est résolvable, et ce de maniére unique. Autrement dit, il
n’existe qu'un polynéme p de degré 2 qui vérifie la propriété demandée.

Question 3 : Nous savons que si nous trouvons un polynéme p; de degré 2, tel que p;(8;) = §;,; alors
ce polynéme est unique. Autrement dit, si nous en trouvons un, alors nous avons trouvé I'unique.

Prenons I'exemple de ¢;, polynome de degré 2 nul sur tous les nceuds sauf 8. La fonction suivante
remplit parfaitement son role :

. 1
oE,n) =2(1—6—n)(5 -&-n).

Pour I'obtenir, on cherche deux polynémes de degré 1 : le premier s’annule sur la droite contenant les
sommets s, ,85 et 83 (C’est (¢,1) — 1 —¢ —n), tandis que le deuxiéme sur la droite passant par s, et sg
(c’est (¢ ,1m) — 1/2—¢ —n). Ensuite, nous multiplions ces deux polynomes et remultiplions le tout par 2
pour obtenir 95(0 ,0) = 1. Une illustration est donnée sur la ﬁgure Au final, nous obtenons

~ 1 ~
o1&, = 2(1—5—77)(5—5—77) PsC,m) = 4c(1-&-1)
~ 1 ~
Be) = 2 (é - 5) FsEm = agy
~ 1 ~
P3&,m) = 217(17—5) Ps,m) = 4n-¢&-n)
$3(0,1)
$6(0,1/2) S5(1/2,1/2) $6(0,1/2) S5(1/2,1/2)
S (6,0) $4(1/2,0) $2(1,00 $1(0,0) $4(1/2,0) $2(1,0) $1(0,0) $4(1/2,0) $2(1,0)
(a) Obtention de (51. (b) Obtention de (54. (c) Obtention de (52.

FIG. 2.1 : Méthode pour obtenir les fonctions de base P?. En gras les deux droites oi1 la fonction doit
nécessairement s’annuler.

Question 4 : Soient (@;)<;<¢ Six scalaires complexes, nous avons :

6 6
Y aip=0=VEMeK, Y a;ipE&n=0
i=1 i=1
6 o~
= Vj=1..,6 ) a;¢E;)=0
i=1

= Vj=1,...6, ;=0

La famille de fonctions {5 est donc libre. De plus, elle est de cardinal 6, soit exactement la dimension de
I'espace des polynomes de degré 2 sur K : elle en forme une base.
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