MAINS5 : Maillage et Eléments Finis 20 Octobre 2017
B. THIERRY 10h45-12h45

Examen 1 - correction

Exercice 1 - Du cours
Question 1 : Soit V un espace de Hilbert muni d'un produit scalaire (:,-)y et d'une norme ||-||y. Soit la
formulation variationnelle suivante :

Trouver u € V tel que
YveV, a(u,v)=£4).

Sous les hypotheses suivantes, la formulation variationnelle admet une unique solution :

¢ aest une forme sesquilinéaire sur V x V et £ une forme anti linéaire sur V

e agestcontinue:3IM>0telqueVu,veV,|la(u,v)|<Mlulylviy

e /estcontinue:3C>0telque Vve V,[f(wv)|<Clviy

¢ aestcoercive:da>0telque Vue V,R(a(u,u)) = all ull%,
Question 2 : Soit u € L%(Q), alors u admet une dérivée faible dans la direction x; s'il existe une fonction
ge I2(Q) telle que :

Y €60 (Q), f u(X)a—(p(X) dx = —f gX)px) dx
o  0x Q

Question 3 : Soit u € €' (Q), alors pouri =1,2,...,d (oi1 d est la dimension du probleme) :

—( )dX=f u(x)n; (x) dx,
6 Xi 0Q

ol n est la normale unitaire sortante a Q.
Question 4 : Nous prenons u € €2(Q) et ve €1 (Q) :

d 52y
A dx= — dx
fQ U v(x) Z T x) v(x)
2
= Z — (x) v(x)dx Somme et intégrale finies

d 0
f —U (x)—(x) dx + f ( -(X)n; (x)) v(x)dx Sommes et intégrales finies
Q Q] 1

—( )—( )dx+f g—u(x)n,-(x)v(x)dx] Formule de Green
90 0X;

—1 0x;
—f Vux)- Vv (x) dx+f (Vux) -nx)) vx) dx Définition gradient
Q
=— f Vux)-Vvx)dx+ OnuX)v(x)dx Définition dérivée normale
Q 4Q
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Exercice 2 - Formulation faible

Question 1: V = H'(Q)), de norme IIMIIEI(Q) = [o|Vu(x)|? + |u(x)|? dx. Nous multiplions I'EDP par

v e H'(Q), intégrons sur Q :

Jo—Au v dx+1n [ou@ v dx= [ f&®vx) dx

= [oVu® Vv dx+1 [ou® v dx— [;o0hu®vxdx= [ f®v&dx Formule de Green

= [oVu®X - Vo dx+n [ou@ v dx- [r, g@vxdx= [ f®vX) dx Ont)lr,=0et @nu)lr, =g
= [oVu® - V@ dx+n fou@v®dx= [, fErx dx+ [ g0 v dx Regroupement des termes

Au final, nous obtenons les formes a et ¢, pour tout u,ve V = HY(Q):

a(u,v)z[Vu(x)-Vv(x)dx+nf u(x)Vv(x)dx, l(v)sz(x)v(x)dx+f gx)v(x)dx.
Q Q Q T

Question 2 : Comme fro |w(x)|?dx = 0, nous avons

f Iw(x)lzdxzf Iw(x)lzdx+f Iw(x)lzdxzf lw(x)|? dx.
0Q F() F] F1

D’autre part, comme I'application trace y: H 1) — 12(8Q) est continue, alors il existe une constante
C > 0 telle que
C”w“Hl(Q) = ||w||L2(Q) = ||W||L2(r1) .

Question 3 : Tout d’abord H!(Q) est un espace de Hilbert. Ensuite, a(-,-) et £(-) sont clairement respec-
tivement bilinéaire et linéaire (nous travaillons dans R donc la bilinéarité inmplique sesquilinéairité
et la linéarité, 'anti linéarité). Il nous faut démontrer leur continuité et la coercivité de a(-,-). Nous
noterons C la constante de continuité de I'opérateur trace y: H'(Q) — L?(0Q). Pour tout u, v e H'(Q) :

14(v)] :’fo(x)v(x) dx+frl gx)v(x) dx’

<|fo f@v(x)dx|+ | Jr, €@ vx) dx‘ Inégalité triangulaire
<[ fll 2 10l 2 + ”g”LZ(rl) Iwlz ) Cauchy Schwarz
<[ £l 2y 10l 2 + 18]l 2rpy 101 22000 car faolv(@)*dx= fp [v(x)]*dx
<\l @ 1Vl2@) +C [ g”Lz(m vl g q Continuité de la trace
<(If 120+ C gl 2y ) 10l @ Donc ¢ est continue sur H'(Q)

la(u, v)|  =|fqVux)-Vr(x)dx+n foux)v(x) dx|

< |fQ Vu(x)-Vv(x) dx| + |an ux)v(x) dxi Inégalité triangulaire
=IVull g2 IVUIl 2 +nllull 2oy 101120 Cauchy Schwarz
<lull gy vl gy + 1wl gy 101l g Inégalité des normes L?(Q) et H (Q)
=@+ lull gy Il g q Donc a est continue sur H! (Q) x H' (Q)

a(u,u) =[oIVu)*dx+n folux)*dx

zfQ IVu(x)|?dx + fQ lu(x)|?dx Car 7 > 1 et chaque terme est positif

2

H(Q) Donc a est coercive

= ull
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Toutes les hypothéses du Théoréme de Lax-Milgram sont vérifiées : le probleme admet une unique
solution.

Question 4 :

h = 0.1;

Point (1) = {0,0,0,h}; Point (2) = {1,0,0,h};
Point (3) = {1,1,0,h}; Point (4) = {2,1,0,h};
Point (5) = {2,2,0,h}; Point (6) = {0,2,0,h};
Line(1) = {1,2}; Line(2) = {2,3};

Line (3) = {3,4}; Line(4) = {4,5};

Line(5) = {5,6}; Line(6) = {6,1};

Line Loop(1) = {1,2,3,4,5,6};

Plane Surface (1) = {1};

Physical Surface (1) = {1};

Physical Line(2) = {1,2,3,4,5}; //Gamma O
Physical Line(3) = {6}; //Gamma 1

Question 5 : On définit 'espace des polyndmes de degré 1 sur un domaine w par :
P! (w) = {v e €°(w) tel que 3a, b,c € C3,V¥(x,y) € 0, v(x,y) = ax+ by +c}
et puis 'espace V}, (Attention, ne pas oublier la continuité sur Q!)

Vi, = {ue%o(ﬁ) tel que VK € .7}, u|xe IPI(K)}

Question 6 : V;, ¢ H!(Q) est un espace de Hilbert (cours). V}, dispose de la méme norme que H' (Q) et
de plus comme a(-,-) et £(-) sont continues sur respectivement H' () x H'(Q) et H'(Q), elles le sont
toujours sur respectivement Vj, x V}, et V. La coercivité de a(:,-) étant valable pour tout élément de
H(Q), elle le reste pour les éléments de Vj,. Autrement dit, a(-,-) et £(-) vérifient toujours les hypothéses
du Théoreme de Lax-Milgram sur V}, : le probléeme admet donc une unique solution.

Question 7 : T} et T3 sont acceptables tandis que T ne I'est pas : le sommet commun des triangles K>
et K3 n'est pas un sommet de K tout en lui appartenant.

Question 8 : La dimension de V}, est égale au nombre nceuds de la triangulation : 6

Question 9 : Les fonctions ¢, , ¢4 et @5 sont nulles dans K». Pour les autres, nous notons :

Yili,(x,y)=ajx+bjy+c.

¢1(0,00 = 1 aq = 1 a = -1/2
¢1(1,1) = 0 — ay+bi+cg = 0 — bhh = -1/2
P1 0,2 =0 2b1 +c = 0 cg =1
30,00 = 0 cg = 0 ag = 1
e3(,1) = 1 — as+by = 1 — by =
¢3(0,2) = 0 2bs = 0 ¢ = 0
96(0,00 = 0 cg = 0 ag = -1/2
@s(1,1) = — ag+bs = 0 — bs = 1/2
V6 0,2) =1 2b6 = 1 g = 0
Au final, nous obtenons pour tout (x,y) de K> :
Xty -x+y
wl(x,y)=—T+l, p3(x, ) =x, @s(x,y) = >
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Exercice 3 — Deux petites formules

Question1:0na (N — 1)2 sous-carrés donc N; = 2(N —1)2 triangles. Comme N2 = N, nous obtenons
N;=2N? —4N+2=2N;—4/N;+2.

Notez que v/ N; est un entier car /N, = (N — 1). La formule se vérifie sur I'exemple de la Figure. Nous
avons 8 x 4 = 32 triangles pour 25 sommets :

2%25—-4%v25+2=50-20+2=32.

Quand N tend vers I'infini, N; peut étre approché par 2N;.

Question 2 : On a Ny = N3 et (N — 1)® cubes donc N; = 5(N — 1)3 tétraedres
N; =5(N®-3N?+3N-1)=5N; - 15N?3 + 15N}/3 -5,

Chaque quantité N2/3 et N}'3 sont bien entieres. Encore une fois, nous pouvons le vérifier sur le cas
N =5, avec 5% = 125 sommets et 4% = 64 sous-cubes. Cela donne 5 x 64 = 320 tétraédres. Vérifions la
formule

5N, —15N2/3 +15N}/3 — 5 = 320.

Ce dernier calcul est plus facile qu'il n'y parait si on remarque que N2/3 = N? et N3 = N. Quand N
tend vers I'infini, N; peut étre approché par 5N;.
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