MAINS5 : Maillage et Eléments Finis 2 Décembre 2019
B. THIERRY 10h45-12h45

Examen 1

4 exercices a résoudre en 2h

Exercice 1 — Du cours

Voir cours

Exercice 2 — De I’énergie
Question 1 : Nous avons :
](v)=](u+w)=%a(u+w,u+w)—€(u+w)
—l ( )+l ( )+l ( )+l ( )—€(u) -4 (w)
—zau,u 2au,w 2aw,u 2aw,w u w
1 1 1

:Ea(u,u)—é(u)+5a(w,w)—£(w)+5(a(u,w)+a(w,u))
=](u)+%a(w,w)—€(w)+%(a(u,w)+a(u,w))
=](u)+%a(w,w)—ﬁ(w)+a(u,w)

=](u)+%a(w,bw

= J(u)

Question 2 : Soient ve V et j(t) = J(u+ tv), comme u minimise J, nous avons :

2
JjO =Jw+tv)=Ju+ %a(v, v)+tlalu,v)-£(v)].

Comme ¢ =0 est un minimum de j, on en déduit que j'(¢=0) =0, d’ou, comme v est arbitraire

Yvev, a(u,v)—¥¢(v) =0.

Exercice 3 — Formulation faible

Dans cet exercice, on considére le domaine Q décrit par la figure [1| Soit la fonction fe L?(Q) et
la quantité > 1. On consideére le probleme suivant

[,

0 (09)). )

-nAu+u
Onlt

Nous supposons dans cet exercice que les fonctions u et f a valeurs réelles.
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$5(0,2) $4(2,2)

Q

S2(1,1)

$1(0,0) 520

F1G. 1 : Domaine Q de 'Exercice

Question 1 : Sans nous soucier de la régularité des fonctions, multiplions 'EDP par une fonction
test v et intégrons sur Q :

—n[ Au(x)v(x)dx+f u(x)v(x)dx:f f®rx).
Q Q Q
Apres intégration par partie, on obtient

17/ Vu(x)~Vv(x)dx+f u(x)v(x)dxzf f(x)v(x)—f Opu(x) v(x) dx.
Q Q Q 00—~

Comme u et v ne sont dérivées qu’une seule fois, nous choisissons V = H'(Q) et la formulation

faible s’écrit alors
{Trouver ue H(Q) tel que

Vve H(Q),a(u,v) = £(v),
avec a(-): H'(Q) x H(Q) =R et ¢: H'(Q) — R et définies par :

a(u,v) =n/ Vu(x)-Vv(x)dx+f ux)v(x)dx
Q Q
(= [ fwvm,
Q
Le produit scalaire (-,+) g1 (q) sur H 1(Q) et sa norme |- () considérés sont donnés par

1/2

(u,u)Hl(m=fQVu(x).vU(x)dx+fQu(x)u(x)dx, ||u||H1(Q)='LIIVu(x)IIdeJerIu(x)IZdX

Question 2 : V = HY(Q) est un espace de Hilbert et a(,-) et £(-) sont des formes linéaires
respectivement sur HY Q) x HY(Q) et HI(Q). De plus, nous avons :

e /() est continue ?

IHV)IzUQf(X)V(X)dx )
<l 2o 1Vl 2@ 3
<|fll 2 vl 4)

)
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e a(-,-) est continue?
la(u, v)| = ‘n[ Vu(x)-Vv(x)dx+f u(x)v(x)dx'
Q Q

<7 +

f VuX)-Vvx)dx
Q

f uXx)vx)dx
Q

=nIVul 2 IVUIl 2y + 1ull 20y 101120
=7 ”u"Hl(Q) I V”HI(Q) + ||u||H1(Q) [ U”Hl(Q)
=M+ D lul g liviige

e af(,-) est coercive? Comme 1> 1 :
a(u, u)=nf IIVu(x)IIde+f lux)|? dx
Q Q
zf ||Vu(x)||2dx+f lu(x)|? dx
Q Q

2
= ” u“Hl(Q)

(6)

@

(8)
9)
(10)

(11

(12)

(13)

Les hypotheses du Théoreme de Lax-Milgram sont vérifiées, la solution variationnelle admet une

unique solution.
Question 3 : Simple

Question 4 : Vj, = {v €e6°(Q) | vlr € P1(T) pour tout triangle T}.

Question 5 : Nous avon V;, ¢ HY(Q) et que V}, est un espace de Hilbert. De plus, les hypothéses du
Théoreme de Lax-Milgram sont toujours vérifiées donc le probleme admet une unique solution.

Question 6 : Aucune n’est acceptable
Question 7 : dim(V3) =6

Question 8 : Calculs simples

Exercice 4 — To be in HY(I) or not to be

K3 Ky Ky
K3 K3
K K> K>
K1 Kl
@ Ty, (b) Tp o (©) Thy3

FIG. 2 : Triangulations de Q

K>

K5
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Ky
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FIG. 3 : Triangulation .7,
Question 1 : Soit la fonction f définie sur I=]-1,1[ par

Vxel, f(x)z%(IXHX)

f est continue sur T et de classe €' sur 1—1,0][ et sur ]0,1[. Nous avons méme

0 six<0
Vxel, f(x)={

X sinon
et sa dérivée est continue par morceau :

Vxe]l-1,0[, f'(x)=0,
Vx€]0,1], =1,

En 0, f" admet une limite finie & gauche (0) et a droite (1). Nous avons donc, pour toute fonction

@ de €XU) :

1 0 1
flf(x)(p’(x)dx:flf(x)(p’(x)dx+f0 )@ (x)dx

0 1
=- f 1f’(x)<p(x) dx + [f(X)p(x)]1°, fo F@@) dx+ [f(x)ex]}

1
=f(0‘)<p(0‘)—f(o+)<p(o+)—f0 p(x)dx

Comme f et ¢ sont continues en 0, il vient que

1 1
flf(x)(p’(x) dx = —fo @(x)dx

Introduisons la fonction g € L?(I) définie par

() = 0 sixe]—-1,0]
971, si x€]0,1]

(14)

(15)

(16)

17
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Alors la fonction f admet g comme dérivée faible puisque nous avons :
1 1
Y e € W), flf(x)(p'(x) dx= —f 1 g(x)p(x)dx

Question 2 : Nous pouvons reprendre les calculs précédents sans expliciter la valeur de f’. Comme
f' est continue par morceaux et admet une limite finie alors les intégrales f?l e dx et
fol f'(x)p(x) dx existent. On note f’ la dérivée définie par morceaux de f :

1 0 1
flf(x)q)’(x) dx=f(0‘)<p(0‘)—f(0+)<,0(0+)—f1f’(x)<p(x) dx—f0 f'(x)p(x)dx

=0

On remarque que f’ appartient & L?(I) (continue par morceaux + bornée sur un borné) et c’est
terminé.
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